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Abstract 
In this paper, the theoretical model of powder canning extrusion with two steps of multiple compress and steady flow 
was built on certain conditions based on the porous plastic deformation theory which was given by OYANE. The 
theoretical analyse and mathematical deduce of the densification process of powder canning extrusion was carried on. 
The densification expression (dρ/ρ) and hydrostatic pressure (σm) in multiple compress and the extrusion force (p) in 
steady flow were studied. The results showed that, in step of multiple compress, the hydrostatic pressure and 
densification velocity increase with the increasing wall thickness of can. In step of steady flow, the extrusion force 
was not only affected by the yield stress of can material and porous body, but also affected by the relative density of 
porous body and wall thickness of can. 
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摘  要 
        本文结合大矢根多孔体塑性变形理论并针对一定的假设条件分复压和稳态流动两个阶段建立了粉末包套
挤压的理论模型，在该模型的基础上对粉末包套挤压致密化过程进行了理论分析和数学推导，计算得到了复
压阶段的致密化方程(dρ/ρ)和静水压力(σm)表达式，以及稳态流动阶段所需要挤压力(p)的表达式。结果表明，
在复压阶段，包套尺寸影响挤压过程中静水压力的大小，随着壁厚增加静水压力增大，致密化速度加快；在
稳态流动阶段，挤压力的大小不仅与包套材料和粉末多孔体的屈服应力有关，而且与粉末多孔体的相对密度
有关，同时包套的壁厚对挤压力大小也有影响。  
 
关键词: 粉末包套挤压；理论分析；致密化方程 
1. 前言  
粉末包套热挤压有别于传统的烧结-挤压工艺，在粉末包套挤压过程中，粉末多孔体受一定
的静水压力同时有足够的变形。静水压力提高致密化效果，塑性变形和静水压力共同作用使粉末
致密并使之具有较单纯静水压力更好的组织性能。 
粉末多孔体材料有大量孔洞的存在，与致密体材料有一定的区别，不能简单采用致密材料塑
性理论来进行计算，必须选取适合的多孔体的塑性理论。多孔体塑性理论主要内容是多孔体屈服
准则，与之相关联的流动方程（本构关系）以及多孔体塑性变形与致密过程分析方法。目前，多
孔体塑性理论主要有以下几种：Kuhn 理论[1]、Green 理论[2]、大矢根理论[3]和赵仲治理论[4]
等。在此基础上已提出的多孔体塑性变形与致密过程解析方法有：多孔体塑性变形上限原理及滑
移线场理论[5]、基于实验分析网格法[6]、弹塑性有限元法[7]和刚塑性有限元法[8]等等。 
已有一些文献[9-11]对粉末挤压进行了理论和实验研究。根据实验研究，现有的资料一般都
将粉末挤压过程分为了两个阶段：（1）凹模筒内的复压阶段，直至填充满锥形区；（2）复压致
一定密度后从模口挤出，挤出过程中，变形体无密度变化，且作稳态流动。粉末包套挤压过程归
根到底也算是一种粉末材料挤压工艺，因此也应该遵循该规律。 
目前国内外还未见对粉末多孔体包套挤压的理论分析，特别是包套对挤压过程中致密化和挤
压力等的影响规律。本文结合大矢根多孔体塑性变形理论并针对一定的假设条件分复压和稳态流
动两个阶段建立了粉末包套挤压的理论模型，在该模型的基础上对粉末包套挤压致密化过程进行
了理论分析和数学推导，为粉末包套挤压工艺的设计提供了必要的理论依据，具有一定的实用价
值。 
2. 多孔体的塑性泊松比及致密化方程 
大矢根守哉等[3]提出了多孔体单元胞模型（Unit Cell）。该模型由两个正方体构成，内部的
小正方体是孔隙。通过对单元胞模型刚塑性分析及分析结果实验修正得出多孔体屈服准则如下： 
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与之相对应的流动方程（本构关系）为： 
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式（1）、（2）中，σ1、σ2、σ3 为主正应力，f 是相对密度 ρ 的函数，根据冷变形实验，
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f=1/[2.49（1-ρ）0.514]；σ0是基体的屈服应力； d、 0 为基体的等效应变增量及基体的等效应力：
n为冷变形实验得到的常数，n=2.5； m 、 vd 为平均应力和体积应变增量。 
王尔德等[12]在分析大矢根给出的多孔体塑性屈服准则和泊松比的基础上, 已经推导得到了任
意应力状态下的多孔体塑性致密化方程和静水压力的具体表达式： 
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对于 σr、σθ、σz 为主应力，且 σθ＝σr 特殊轴对称应力状态， 1 2
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该类应力状态下的致密化方程和静水压力 q的表达式为： 
/ (1 2 ) zd d   
                                                                  (6) 
(1 2 ) /3 /m zq                                                                     (7) 
3. 粉末包套挤压模型及变形方程 
前文已经提到，粉末包套挤压也应算是一种粉末材料挤压工艺，当包套坯料高度足够高时，
粉末包套挤压完全可以分为在挤压筒内复压和进入锥形区后稳态挤出两个阶段进行讨论，即认为
在坯料进入锥形区时其相对密度值已经大致不发生变化。在复压阶段求解相对密度的表达形式，
在稳态挤出阶段求解挤压力的表达形式。 
3.1. 粉末包套挤压的几个假设 
   假设包套及粉末基体的屈服流动应力分别为 σc和 σp，且均为理想刚塑性材料，粉末部分和包
套部分分别服从大矢根屈服准则和 Von Mises 屈服准则及相应的流动方程。并对粉末包套组合体
在变形过程中粉末多孔体和包套的受力及变形状态做如下几点假定： 
   粉末多孔体在进入锥形区时其相对密度值已经不发生变化。在复压阶段，挤压筒内粉末和包
套轴向速度 zu 沿高度方向呈线性变化。即
z
o
zu u
L
  ，其中u为工具速度。 
   在整个变形过程中，粉末多孔体处于均匀的应力状态和均匀变形状态。这样，各处的相对密
度值相等，且变形的位移速度场为平行场。 
   坯料和包套与凸模接触端面不产生相对移动，也无摩擦存在，即摩擦仅存在于包套侧壁与凹
模接触端面且为常摩擦，摩擦应力
* *, / 3f c c c     ，μ为摩擦因子，0 0.5  。 
   包套壁厚的变形（变薄）为均匀变形且满足 T0/Tf=δ，其中 T0为原始套壁厚度 Tf为挤出后套
壁厚度。 
   变形过程中，粉末多孔体和包套在交界面上保持变形连续。 
   需要指明，上述的假设条件把变形过程理想化了。真实的变形有一部分坯料的致密过程是在
锥形区内完成的，且由于摩擦和温度的变化以及模具形状的特殊性，粉末和包套的变形都不会是
均匀的，由于孔隙的存在多孔体的变形也不会保持连续性。但在实际应用中，一般只希望知道坯
料最后所能达到的最大相对密度值，在分析问题时，可以近似的认为多孔体为均匀变形。上述理
想化假设与真实变形情况有一定差距。然而，正是这些必要的假设才使得问题简化，使理论分析
在较简单的模型基础上成为可能。 
3.2. 粉末包套挤压的复压阶段  
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   粉末包套挤压模型如图 1所示。复压阶段仅在高度为 Lo的挤压筒内发生。且根据假设条件，
在包套的该区域内应有： cr c const   ， cz const  ，σcr、σcθ、σcz分别为包套受到的径向、切向和轴
向正应力，且均为主应力。为了简便计算，可以假设在挤压筒的最下端（即 Z=0 的锥形区入口
处）有 0u  。 
 
 
 
图 1粉末包套挤压模型图                                       图 2 正挤压球形速度场示意图 
Fig.1. The model of canned powder extrusion.          Fig.2. Spheric velocity field in direct extrusion. 
先求包套和粉末的轴向位移速度。由前文可得
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则：
( )czu z f r   ，由速度边界条件 0 0, ( ) 0cz zu f r   ，所以： czu z  。 
下面求包套的径向位移速度。包套为塑性体，由体积不变条件： 0cz cr c       ，亦即：
1 0cr cru u
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 ，解得： 0.5 ( ) /cru r f z r  ，利用复压时钢套外壁与模具的接触条件，
0
ocr r R
u   ，则：
2( ) 0.5 of z R  。所以得到包套径向位移速度场为： 
20.5 0.5 /cr ou r R r                                                          （8） 
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其中， ox r R 。 
下面求解粉末多孔体应变速率和位移速度场。 1pz   ，引出无因次量 m， / /pr pz p pzm         有： 
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容易看出
*m   ，代入（5）式有： 
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   设粉末多孔体的轴向和径向位移速度分别为 upz 和 upr，则 pz
u z  。同理，利用边界条件
0 0, ( ) 0pr ru f r   可求出 pru mr  。因为假设在包套和粉末的接触界面上变形连续，所以应该有
1 1o ocr r R pr r R
u u  。将 pru mr  和式（8）代入可以求出 m的值： 
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将式（12）代入（10）可得： 
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将 m值代入式（6）、（7）就可以给出复压阶段的致密化方程和静水压力的具体表达式： 
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式中
2
21
9
c
f
 
，Ro和 Ro1为此时包套的外径和内径。需要说明的是，本分析是针对热变形
进行的，所以，
2
2
1 2 , 2.5
3 1
f n


 
 。 
由（14）式可以看出，包套尺寸影响挤压过程中静水压力的大小。由于包套的外径由模具的
几何尺寸决定，一般不变化。因此，随着壁厚增加（即内径 1oR 减小）静水压力绝对值增大，致密
化速度加快，静水压力对多孔体相对密度提高的影响增加。当 1 0oR  时，有最大值
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3.3. 粉末包套挤压的稳态流动阶段 
挤压稳态流动阶段与复压阶段最大的区别就是假定粉末多孔体的相对密度不再发生变化。在
实际情况中，由于大塑性变形的存在，使得坯料中的孔隙形状发生变化，此时相对密度值依旧会
有所提高，但提高值很小。 
在稳态流动阶段，对于粉末多孔体来说，因为假设相对密度保持不变，所以其满足体积不变
条件，可以看成是屈服应力与相对密度有一定关系的特殊“致密材料”。如图 1 所示，模具的锥角
值为 α，而挤压时粉末多孔体的挤压锥角应为 α1，比模具锥角略小。在采用能量上限法分析粉末
包套挤压过程时，我们可以把挤压过程看成三种不同材料挤压过程的叠加。它们分别是锥角为 α
的包套材料挤压，消耗功率值 Wcα；锥角为 α1的包套材料挤压，消耗功率值为 Wcα1；以及锥角为
α1的粉末多孔体挤压，消耗功率值为Wpα1。所以消耗的总功率为： 
1 1P c c p
W W W W                                                         （15） 
现在来计算具体的功率值表达式。图 2 给出了正挤压球形速度场示意图，图中做了一个使问
题简化的假设，即挤压锥角 α 比较小，坯料和包套的流动性均比较好，挤压过程中不存在死区。
下面求解各区的速度场。对于 І区（圆柱坐标系），有： 
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对于 ІІ 区采用球坐标系，可推导得到其边界条件为
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对于Ш区（圆柱坐标系），有： 
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  
 
 
                                                             （16c） 
其中，上面的式子中，u为凸模移动速度， fu 为凹模出口流动速度。 
粉末包套挤压的总功率也可以按照不同的做功形式分为三部分，即： P i fW W W W  
   
。等式右
边分别为纯塑性变形功率 iW、消耗于速度不连续面的剪切功率W

以及消耗于接触摩擦的功率 fW

。
按照图 1规定的各个接触面，结合（15）式，对于本问题应有： 
1 1 1 1 1 112 12 12 34 34 34 71 35 13
( ) [( ) ( )] ( )P ic ic ip c c p c c p c c cW W W W W W W W W W W W W                                    （17） 
其中，上式的第三个括号内摩擦力做功部分做了一定的简化，在凸模与坯料的接触界面上由
假设条件有 0mfW 

；在包套和粉末多孔体接触界面上，有： cf pfW W 
 
。下面计算各部分的具体表现
形式： 
纯塑性变形变形功率 
只有第 ІІ区消耗纯塑性变形功率，故： 
ic c cV
W dV  

                                                             （18a） 
在球坐标系中关于 φ 轴的圆柱轴对称情况下球坐标系（r、φ、θ）变形几何方程式可简化
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成： 
,
1 , 0
2
r r
r
r
r r
u u
r r
u
r r
 
  
  
  
 
   

   
 
 
  

  
                                                    （18b） 
将 ІІ区速度场式（16b）代入上式，得： 
2 2
3 3
2
3
cos cos2 ,
1 sin , 0
2
r f f f f
r f f r
u r u r
r r
u r
r
 
  
 
  

  

    

  

   
  
                                         （18c）  
因此，将式（18c）代入式（18a），经整理后得到： 
2 2
3
1 112 1 sin
12ic c f f V
W u r dV
r
 

                                    （18d） 
ІІ 区小单元体所围的体积为 2 sindV r rd dr    ，将其代入式（18d）并在 0 至 α 范围内积
分，且由图 2有 , / sino f o f f fr r R R r R   ，则： 
22 ( ) ln oic c f f
f
RW u R f
R
                                                     （18e） 
其中：
2
2
2
1111 11 1 12( ) (1 cos 1 sin ln )
sin 12 132 11 11cos 1 sin
12 12
f   

 

   
 
。可以算出，α>37°时，f(α)>1.01；
α>49°时，f(α)>1.02；α>58°时，f(α)>1.03；α>71°时，f(α) > 1.06；α>83°时，f(α)>1.11；α=90°时，
f(α)=1.17。由假设条件：挤压锥角 α很小，f(α)可认为收敛于 1，上式变成： 
22 ln oic c f f
f
RW u R
R
                                                      （18f） 
式中 fu 可根据体积不变条件由凸模下压速度u决定，即：
2( )f o fu u R R  。所以有： 
22 ln oic c o
f
RW uR
R
                                                      （18g） 
类似的可以得到当挤压锥角为 α1时包套材料的塑性变形功率： 
1
1 1
1
22 ln oic c o
f
R
W uR
R
                                                         （19） 
下面求解挤压锥角为 α1的粉末多孔体塑性变形功率。根据基于大矢根理论的多孔体塑性变形
上限原理推导得到的表达式[3]，粉末多孔体塑性变形功率为： 
1ip p pV
W dV  

                                                     （20a） 
由于此时 , p  均为常数，所以有： 
1418  Daren Li et al. / Procedia Engineering 27 (2012) 1411 – 14198 D. R. Li, et al. / Procedia Engineering 00 (2011) 000–000 
1
1 1
1
22 ln oip p o
f
R
W uR
R
                                                    （20b） 
综上可得纯塑性变形消耗的功率为： 
1
1
1
2 2
02 [ ln ln ( )]
oo
i c o c p
f f
RRW u R R
R R
                                      （21） 
消耗于速度不连续面的剪切功率 
由于各速度不连续面的切向速度差分别为： 
12
2
34
sin
( ) sino
f
u u
Ru u
R


  

 


 
 
 
故消耗于各个速度不连续面上的功率分别为： 
 
12
2 2 2
12 12 12 20
2 sin ( )
sin3
c
c c o c oS
W u dS r u d R u ctg


 
      

        
                    （22a） 
34
2
34 34 34 0 122( )sin3
c
c c cS
W u dS R u ctg W 
 
  

                                       （22b） 
式中 3c c  ，为包套材料的纯剪状态下的剪应力。 
类似的可以求出当挤压锥角为 α1时包套材料在速度不连续面上消耗的功率： 
1 1 1
2 1
12 1 342
1
( )
sin3
c
c o cW R u ctg W 
 
 

                                   （22c） 
同样根据基于大矢根理论的多孔体塑性变形上限原理推导得到的表达式[3]，粉末多孔体在速
度不连续面上消耗的功率为： 
1 1 1
12
2 1
12 12 1 342
1
1 [ ] ( )
sin3 3
pn K n
p p o pS
W V dS R u ctg W 
 
    

    
                         （22d） 
综上可得消耗于不连续面上的功率为： 
1
2 2 1
12 2
1
2 ( ) ( ) ( )
sin sin3
n
c o c p oW u R ctg R ctg

      
 

 
     
 
 
                             （23） 
消耗于接触摩擦的功率 
由假设条件可知，接触摩擦仅仅存在于包套侧壁与凹模接触面且为常摩擦，摩擦应力值为
* *, / 3f c c c     ，μ为摩擦因子，0 0.5  。则： 
71
71 71 23f
c
c f o oS
W u dS R L u 

                                             （24a） 
2
35 2 ( )3
c o
c f f
f
RW R L u
R

                                                    （24b） 
13
2 2
13 13 cos ( ) 2 2 ln3
o
f
f
r f c o
c f f f oS r
f
r RW u dS u Rdr uR ctg
r R 

             
                   （24c） 
根据基于大矢根理论的多孔体塑性变形上限原理推导得到的表达式[3]，消耗于接触摩擦的功
率为： 
2 22 ( ln )
3
f o
f c o o o o
f f
L RW u R L R R ctg
R R
                                         （25） 
消耗的总功率及挤压力 
由式（17）、（21）、（23）、（25）可以计算得到总功率 PW 和挤压力 p： 
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1
1
1
2
2
2 1
12
1
12 { [ln ( ln )]
sin3
1[( ) ln ( )( )]}
sin3
fo o o
P c o
f o f f
o n
o c p c p
f
LR L RW W u R ctg ctg
R R R R
R
R ctg
R

   


     

       
    
                        （26） 
1 1
1
2 2
2 1
12
1
12{ [ln ( ln )]
sin3
1( ) [( ) ln ( )( )]}
sin3
fo o oP
c
o f o f f
o o n
c p c p
o f
LR L RWp ctg ctg
R u R R R R
R R
ctg
R R

  
 

     

      
    

                     （27） 
从式（26）（27）可以看出，粉末包套挤压时挤压力大小不仅与包套材料和粉末多孔体的屈
服应力有关，而且与粉末多孔体的相对密度有关；同时，从图 1 容易看出，包套的壁厚决定了
1 1 1
, ,o fR R  的大小，对挤压力也有影响。当模具尺寸和包套坯料的高度方向尺寸（ oL ）一定，可设
（27）式第一个中括号内的函数值为一常数 C1，热变形时 n=2.5，则有： 
1 1
1
2 2.5 1
1 12
1
12{ ( ) [( ) ln ( )( )]}
sin3
o o
c c p c p
o f
R R
p C ctg
R R

      

     
                   (28) 
容易验证，式（28）中括号内的函数值随着 1oR 的增大（即套厚 t 减小）单调递增的。所以当
c p  时，p随着套厚 t的增加而增加；而当
2.5
c p   时，p随着套厚 t的增加而减小。在挤压稳定
阶段我们假定相对密度基本不再发生变化，且相对密度一般比较高在 97%以上，在大多数情况下
可近似的认为：
2.5
c p c p       。 
4. 结论 
1. 结合大矢根理论推导的多孔体塑性变形的致密化方程和静水压力表达式并针对一定的假设条
件分复压和稳态流动两个阶段建立了粉末包套挤压的理论模型。 
2. 得到了复压阶段的致密化方程和静水压力表达式。结果表明，包套尺寸影响挤压过程中静水
压力的大小，随着壁厚增加静水压力绝对值增大，致密化速度加快。 
3. 得到了稳态流动阶段所需挤压力的表达式。结果表明，粉末包套挤压时挤压力大小不仅与包
套材料和粉末多孔体的屈服应力有关，而且与粉末多孔体的相对密度以及包套壁厚有关，当
c p  时，p随着套厚 t的增加而增加；而当
2.5
c p   时，p随着套厚 t的增加而减小。 
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